Traitement du Signal 7. Filtrage optimal

7. Filtrage optimal

3 grandes méthodes de filtrage optimal :

(filtrage sous contrainte d’un signal altéré par un bruit)

m Filtrage par moindres carrés

= Minimisation de I’énergie de 1’erreur entre le signal mesure et
I’estimation (par un modele) du signal non bruité.

= Mode¢le adopté pour le signal non altéré = modele lin€aire.
= [1 y a lissage du bruit plus que sa réjection.
= Le filtrage des moindres carrés se place en déterministe.

= [l y a contrainte de stationnarite.

m Filtrage de Wiener
= Méthode des moindres carrés en stochastique.

= [1 y a contrainte de stationnarite.

m Filtrage de Kalman

= Poursuite d’un mod¢le d’Etat (modele de Gauss-Markov)
nécessaire et relativement précis du signal non bruité.

= Pas de contrainte de stationnarit¢.
= S1 modele correct — réjection du bruit et non pas lissage.

= Si modele non réaliste — les résultats peuvent €tre trés mauvais.
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I. MOINDRES CARRES

Moindres carrés direct Algorithme LS (Least Squares)

Un systéme linéaire de 77 équations a /7 inconnues : Xh=y
ou :

X désigne une matrice carrée de dimension nxn
h désigne un vecteur de dimension 7 x1

Y  désigne un vecteur de dimension nx1

-1
possede une solution unique : h=X"Y| si X inversible.

5 Erreur € =Y~ Xh puite: =0
En traitement du signal, de nombreux signaux peuvent se

modéliser sous la forme XN oy ;
X désigne une matrice connue
et h désigne un vecteur inconnu.

Exemple : Filtre RIF de RI h inconnue :

X : matrice obtenue a partir de valeurs de I’entrée

Xh . signal de sortie (produit scalaire = convolution).

En I’absence de bruit, ’observation de 7! valeurs du signal de

sortie suffit donc a estimer h :

h=X"y
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En pratique, il n’en est jamais ainsi (bruit de mesure) :

On se donne plus d’observations (k ) que d’inconnues (77) :

k>n

La méthode des moindres carrés fournit alors le vecteur I 2
estimer (de dimension /7)) optimal au sens quadratique a partir des

k observations.

Notations :

Y : vecteur d’observation
W bruit additif : y=Xh+w
X matrice de dimension / xn

h vecteur de dimension 7x1
Y vecteur de dimension 4 x1

k>n (systéme surdéterminé)

On a plus d’équations k que d’inconnues 7.

Conséquence :

Il n’existe pas en général de vecteur h tel que Xh soit
parfaitement égal a I’observation Y .
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Probleme :

Trouver N tel que Xh soit le plus proche possible de ¥

e , . 2, : ,
< Minimisation de erreur quadratique € ~ (énergie de l'erreur € ) :

&?=J(h)=(y—Xhn)"(y - Xh)

Solution :  Theoreme de projection :

e’
—» Détermination de N tel que 5
oe’ .
oh X (y - Xh) =0 (produit scalaire nul)

~ X"-(y-Xh)=0 _, i€ =(y-Xh)jL X

h esttel que Pécart € =Y —Xh g5t | 3 X' 5 €1 Xh.

y
el =Ixh-y]|

Img(X)

Theoréme de projection

e laXx" XT(y—Xh):O L X'y=X'Xh

h=(X"X]"'X"y
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Moindres carrés récursif Algorithme RLS

]
= Moindres carrés direct : h= (XTX) XTY

Algorithme non temps réel (inversion de matrice).

» Moindres carrés récursif :

Mise a jour de  au fur et 2 mesure que les données arrivent.

. -1
Alétape I : h, =P, X;Fyi avec : P, = (Xz'TXi)

Notation :
Xi
— T . ieme . .
X X7 (X = (i+1) ligne de la matrice Xm)

X' X, =|X" x

i | ~T T
RN i+l ™+ - Xz‘ Xz‘ + Xi+1X

i+l i+1

_ (p-! T -1
—> P _(P +Xi+1xi+1)

i+1 i

Identité pour une matrice R et un vecteur U
R'u"uR™
l+uR™u’

(R +uuT)_1 =R
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P x.  x! P
. . N P ) Pi+1 — Pi l i+1 i+l
Applicationa Y1 ;. — 1 +Xz+1P X,
h, =P, X" x|V |=p, KX )
N i+l T i+l i Xi+1 TN+l iyi +Xi+1yi+1
yi+1
- hi+1 — hi +Ki (yi+1 _Xz+1h )

P x,
. K = !
avece . "1+ x] P X,

i+1

(matrice dim. Axn)

Algorithme des moindres carrés récursifs :

« Valeurs initiales : =1 : P = 5 . hi =0 avec :

Li)x(a1) : identité et O coefficient réel : 8 >0 et & <<1

K P x,
. i=1,--- k=1 Reépéter - = ™
Pour Repeter . 1.,. Xz+1P X,
avec : XiT = [xm Xign—1 7" xi]
'hi+1 - hi +Kz‘ (y _Xz+1h )
_ P Pz Xz+1 Xz+1 P
n i+1 _ )
1+x., P x,,
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A condition d’avoir K grand, 1l est inutile de partir des Cls
exactes faisant intervenir le calcul de P, et h; a partir de la

relation : h;, =P, XiTyi.

Moindres carrés moyens LMS (Least Mean Squares)

Algorithme des Moindres carrés moyens (algorithme LMS)
= Gradient stochastique

= version récursive du filtre de Wiener (voir § Filtrage de Wiener).
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7 ANNEXE. Filtrage optimal

II. FILTRAGE DE WIENER
X, et Vn sont2 processus aléatoires, réels, centrés, SSL.

Détermination du filtre lin€aire de RI Finie (MA) ( N points) :
{hn}: {hoahla'”ahzv—l}

= meilleure approximation du systeme S (critere quadratique) :

2
— Recherche de {hn} qui minimise I’énergie de Ierreur €» : L [gn ]

.
X, g In g,
O
& E, =Y, =V,

N-1

oY _ * _ _

YVu = hn X, = th'xn—k T hOxn + hlxn—l oot hN—lxn—NH
k=0

Théoreme de projection :  pour tout ke {091,‘ N — 1} ;

E[(yn -V, )xn—k]: E[(yn —hoX, =X, = =Ry X,y )xn—k] =0

PN E[(hoxn +hx, et Ay X, )xn—k] = E[yn xn—k]
Rh=r

Sous forme matricielle (€quation de Wiener-Hopf) :

avec : Xn:[‘xn ‘xn—N+1]T h:[ho hN—l]T
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[ R oo R i Ry
r=Eyx,] =

R
RXXN] RXXO L YXNI_

R E[an:]
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_p-l
Filtre de Wiener, solution de I’¢quation de Wiener-Hopf: h=R"r
Algorithme du gradient (version recurrente du filtre de Wiener)
Equation récurrente : h(n)=h(n-1)+ u [l‘ —Rh(n - 1)]
ou: h(n) = h aVlitération 7. Coeff. réel # = pas du gradient.
Si : O<u< max_ (1) (/li = valeurs propres de R )
— Oon montre que h(n) converge vers le filtre de Wiener.
Moindres carrés moyens LMS (Least Mean Squares)

Si R et I' connus — algorithme du gradient (Wiener) OK.

Malheureusement, R et I' sont généralement inconnus et doivent
étre estimés a partir des données observées.

Algorithme des moindres carrés moyens (= gradient stochastique ou
encore LMS - Least Mean Squares), algorithme adaptatif imaginé par
Widrow (1985), évite le calcul de ces estimations.

Posons X, = [‘xn xn—N+1]T et e(n) =Vn XZ h(n — 1)

On peut écrire: r—Rh(n-1)=FE [ynxn] — Lk [anE]h(n -)=E [Xne(n)]
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— L’équation récurrente h(n)=h(n—-1)+ u [l‘ —Rh(n- 1)]

h(n)=h(n-1)+ukFE [Xne(n)]

devient :

E xne(n)]

Widrow remplace par sa valeur « instantanée » X,€ (n)

— Algorithme LMS

. Valeur initiale : = h(O) =0

. Répeter :
.e(n)=y —x h(n-1)

-h(n)=h(n-1)+ ux, en)
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III. FILTRAGE DE KALMAN

Kalman s’affranchit de I’hypothese de stationnarité des signaux.

Il met a profit la Représentation d’Etat.

Exemple :

Véhicule se déplacant sur une droite avec une vitesse V constante.
Position initiale @o.  Position a 'instant ¢ : d(£) =d, + vt

d(t+1)=d(t) + (1) d0)=d,
Equations (! discret) vt+D)=v() (=v) CIst|v(0)=v

En fait, le modele : vitesse = constante est imprécis :

dt+1)=d@)+v(t)+b,(t)
v(t +1) =v(t) + b, (¢) b (1), b,(?) PAs (bruit de modele)

die+1)| [1 1][d@) N b, (1)
v+ | 1o 1w | b | e YO =d@)+u)
Y(t) =Position @ () observée (u(t ) PA bruit de mesure, d’observation)
[d@+D] [1 1][d@) L[BO
vie+1) | 10 1)|v@) | | b
<

- 1 d(@)]
\y(t)—[l O‘L(l‘)_

+ u(t)
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X(f + 1) = A X(f) + b(f) équation d' Etat
Y(f) =C X(f) + ll(f) équation d' observation

— Ecriture matricielle :

d()
avec: . Etat: x(t) = W(t) . Observation : Y(?)

1 1 b,(t)
A = {0 J b(?) = { b, (t)} C= [1 O] u(?) =u(?)

Le filtre de Kalman fournit la meilleure estimation en moyenne

quadratique de x(?) a partir de I’observation Y(?).

(minimisation de ’erreur quadratique £ [x() - x(@)]* )

. Forme la plus simple :

hypoth¢ses de bruits de modele et d’observation les pires (bruits blancs)
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Filtre de Kalman récursif

Calcul direct ;

quand I croit, la dimension des matrices croit de fagcon « explosive ».

Algorithme du filtre récursif de Kalman
« Valeurs initiales : . X(0)=E [X(O)] .K(O)=FE [X(O)XT (O)]

= Répéter pour £ =1 :
. GO =K(-DCT[CK(@-1)C" +R,(0)]”

. X =AX(-1)+GO)|y(t)-CAX(r-1)]

. K1) = AJK(1-1)-G()CK (1~ DA" +R,(0)]
avece ~ B
0; 0O --- 0
0 o, 0 :
R,(r)=Ebt+ )b (1)]= S 1[G
| 0 0 o, ]
o2 0 0
0 o> 0 :
R (7) =E[u(t+2')uT(t)]= : 2o 0 o(7)
0 0 Gfp

(I et T sont discrets)
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